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CHAPITRE 1 : 



A) SYSTEMES DE CQQRDONNEES 

Selon la nature de la trajectoire d’une particule, sa position sera reperee par l’un des 
systemes de coordonnees : cartesiennes, cylindriques ou spheriques. 

Soient Ro(0,xoyoZo) un repere direct orthonorme de base (i,j,k) et M la particule a 

reperer. 

I ] Systeme de coordonnees cartesiennes. 

Dans RO, la position de la particule M est donnee par ses trois coordonnees 
cartesiennes (x,y,z) telles que : 

x = abscisse de M ; y = ordonnee de M ; z = cote de M. 
x = Pro/' OM ; y = Pr oj— OM ; z = Proj OM . 

Ox o Oy 0 Ozo 




Dans Ro, le vecteur position s’ecrit : 

OM = Om + niM = xi + y j + zk . 



Deplacement elementaire. 

Le vecteur deplacement elementaire MM ' (M’ est res voisin de M) s’ecrit: 

MM ' = d OM = dM = dxi + dy j + dzk 
(Dans Ro, di = d j = dk = 0 ) 



II] Systemes de coordonnees cylindriques. 

Si la trajectoire du point M possede une symetrie axiale de revolution, il est interessant 
d’utiliser les coordonnees cylindriques de ce point (p,cp,z) definies comme suit : 



P = 




( m est la projection de M sur le plan (x 0 Oy 0 ) ), cp = angle(Oxo ,Om) et z est 



la projection du vecteur position OM sur l’axe Oz o . 





Une nouvelle base orthonormee directe (e p ,t\,k) est associee a ce systeme de 
coordonnees telle que : 

e p = coscpz +sin cpj. 
e<p = -sincpz +coscpj. 

de P 

avec = <? 9 

dip 




Quand le point M decrit tout l’espace, les intervalles de variation de p, cp et z sont : 
0 p < +oo ; 0 cp 27 t ; < z < +oo. 

Dans la base (e p , e v , k) , le vecteur position Om s’ecrit : 

OM = Om + mM = pe p + zk . 

Deplacement elementaire: 

Le vecteur deplacement elementaire MM ' (M’ tres voisin de M) est: 

MM ' = d OM = d M =dpe P +pd(pe v + zk . 



Cas particular; 

Si la trajectoire de M est plane, ce point peut etre repere par ses coordonnees polaires 
p et cp. 




Ill] Systeme de coordonnees spheriques. 

Lorsque le probleme presente une symetrie spherique autour d’un point O que l’on 
prend pour origine du repere d’espace, il est pratique d’utiliser les coordonnees 
spheriques (r,0,cp) de la particule aetudier telles que : 



r = 



OM 



0 = cmgle(Ozo ,OM ) ; cp= angle(Oxo ,Om ) . 




Quand M decrit tout l’espace, 

0 r < +oo ; 0 cp 2n ; 0 0 n. 

Une nouvelle base s’introduit alors : (e r , ee ,e v ) . Oil 

e r = sin Qe p +cos Qk = sin 0coscp/ + sin 0sin cpy + cos Qk 

■j ee = cos0e P - sin Qk = cos 0 cos q>i + cos 0 sin cpj - sin Qk 

eq=-sm<pi +cos cpj. 





Dans la base (e r , ee ,e v ) , le vecteur position s’ecrit : 



OM = re r . 



Deplacement elementaire : 

Le deplacement elementaire de la particule M en coordonnees spheriques est donne 



d OM = dre, + rdQe& + r(sin 0)Jcpe<p . 



par: 




B) CINEMA TIQUE DU POINT MATERIEL. 

L’objet de la cinematique est de decrire les mouvements d’une particule sans tenir 
compte des causes qui les produisent. 

La description du mouvement d’une particule met en ouvrc trois vecteurs : 

i) Le vecteur position. 

ii) Le vecteur vitesse. 

iii) Le vecteur acceleration. 

Le corps mobile sera appele point materiel. On parle de point materiel lorsque les 
dimensions du mobile sont considerees negligeables dans les conditions du probleme. 

En mecanique classique, la vitesse V du point M est negligeable par rapport a la 
vitesse de la lumiere dans le vide. 



I) 



Vecteur vitesse ; 
a) Vitesse moyenne. 

Le vecteur vitesse moyenne d’une particule M qui se trouve a 
l’instant ti en Mi et al’instant t2 en M2 est donnee par: 



V m (M) 



OM(t 2 )-OM(t x ) OM2-OM1 



t 2 t 1 



t '2 t\ 



b) Vitesse instantanee. 

Le vecteur vitesse instantanee de la particule en M par rapport a 
un repere orthonorme R( 0 ,xyz) est : 



V(M /R) = lim V m (M) = lim 



OM(t+At)-OM{t) 

At 



done 



V (M / R) = 



clOM 

dt 



R 



b) Vitesse algebrique: 

Dans ce cas, c’est la trajectoire elle meme qui sert a reperer le mobile 
a l’aide de l’abscisse curviligne s (ou coordonnee intrinseque) du 
point M. As = arc (M(t)M(t+At)). 




Le vecteur vitesse est porte par le vecteur unitaire T tangent ala trajectoire. 




ds 

La vitesse algebrique de M est v = — . Le vecteur vitesse instantanee peut done s'ecrire: 

dt 

V (M / R) = —T . 
dt 



II) Vecteur acceleration. 

La derivee par rapport au temps du vecteur vitesse ci-dessus donne le vecteur 
acceleration, qui s'ecrit comme suit : 



d 2 s - 

y(M / R) = —yT 
dt 



ds dT 
dt dt 




dT dQ 
dQ dt 



et 



dT i 

— = N designe le vecteur normal dirige vers le centre de courbure de la 
dQ 

trajectoire du point M. 

Par ailleurs, nous avons, As=Rc0 ou ds=Rcd0 
dQ _ 1 ds _ v 
R dt R c 

dT 



Done 



dt 

Par consequent. 



M(t+dt) 




M(t) 



Le vecteur acceleration instantanee du point M s’ecrit alors : 

y{M/R)=^f + — N = y t T+y n N = y t +i n . 
dt R c 

La direction definie par le vecteur N est la normale principale en M ala trajectoire. 
Le vecteur unitaire B = T a N est appele vecteur de la binormale. 

Le repere (M :T M .B) est le repere de Frenet-Serret. 

Hodographe du mouvement. 

Definition : 

L’hodographe d’un mouvement (note (H)) est l’ensemble des point P tels que : 

A tout instant, OP = V(M / R) ; ou O designe le pole de (H). 





Ill) Composantes des vecteurs vitesse et acceleration. 

a) Coordonnees cartesiennes (x,y,z) 

Soit un referentiel R(0,xyz) fixe muni d’une base (/, j, k ) . 
Le vecteur position est : 

OM = xi + yj + zk. 



Le vecteur vitesse s’ecrit alors : 

dx : dy : dz ■ : : ■ ; 

V{M / R) = — i + ^j H k = xi + y j + zk 

dt dt dt 

Les vecteurs unitaires i , j ct k sont fixes dans le repere R, done : 



di 




- C 11 


dk 


dt 


R 


dt 


dt 

R 



Et l’acceleration instantanee du point M s’ecrit : 

d 2 x\ d 2 yz d 2 zr - r n r 
y (M /R)=-—i + -—j+-—k = xi + y j + zk. 
dt - dt dr 



b) Coordonnees cylindriques (p,cp,z) : 

Le vecteur position est 

OM = pe P + zk. 

Le vecteur deplacement elementaire s’ecrit : 

dOM = dpe P + pr/cp^cp +dzk. 
Le vecteur vitesse est alors : 



V(M /R) = 



dOM 




do - r/cp - 

— — e p + p — etf + 

dt dt 




Oubien V(M / R) = pe P + pcp«?<p + zk. 



Le vecteur acceleration est: 
dV{M/R ) 



y (M/R)=- 



dt 



- pe P + p- 



de P 



dt 



"*■ (1 Zn 

+ pcpe<p + pcpe 9 + pcp- 



dt 



Qui peut encore s'ecrire: 



y (M/R)= 



p-pcp 2 
■ P9+ 2p<p 



z 

e p ,(?(p ,k ^ 

Remarque: 

Dans le cas d'un mouvement plan, nous avons z = 0 et le vecteur acceleration s'ecrit alors: 



+ zk , 




y(M / R)= 



composante radiale. 
composante orthoradiale. 



p-pcp 2 

pcp+ 2pcp 



c) Coordonnees spheriques (r,e,o) 

La base associee ace systeme de coordonnees est (e r ,ee ,e v ) . 

Nous rappelons que, le vecteur position est OM = re et le vecteur deplacement 
elementaire s'ecrit dOM = dr e, + rdQee + r(sin 0)Jcpe 9 . 



t • ^ r: , , , , dOM dr ~ <r/0 - .. ^ . dq>~ 

Le vecteur Vitesse est alors: V(M / R) = = — e, + r — <?<> + r(sin 0) — - e v . 

dt dt dt dt 

R 

Ou V(M / R) = re r +rQee +r ( sin 0)cpe 9 
Le vecteur acceleration est: 

_ ... 2 . 2 ..... 2 

y (M/R)=(r-rQ -rep sin 2 Q)e r + (2r0+ r0- rep cos0sin 0)ee + (2repsin 0 + 

2r0epcos0 + repsin 0)<? 9 

IV) Exemple de mouvement particuliers. 

1) Mouvement circulaire. 

Dans ce cas, le mobile se deplace sur un cercle (C) de rayon R et de centre O. 
Ce cercle est situe dans le plan (xOy). Pou etudier le mouvement de M, il 
preferable d'utiliser les coordonnees ses polaires (n,o). 




En coordonnees polaires, le vecteur position s'ecrit: OM = pe p = Re P . 



Le vecteur vitesse du point M est: V(M / R)= Ripe v , 
et le vecteur acceleration est donne par: 

. 2 » . . ... . 2 

Y (MIR) = (p- pep )e P +(2pcp+pcp)e 9 = -Rip e P + Ripe 

Dans le cas oil le mouvement circulaire est uniforme, nous avons: 

o = ut et cp = co =Cte. Le vecteur vitesse de M devient: V(M / R) = Rcoe^ , et le vecteur 
acceleration se reduit a y (M / R) = -Ray e p . 

L'acceleration du point M est alors normale a sa trajectoire (l'acceleration tangentielle est 
nulle, car le module du vecteur vitesse est constant). 

En coordonnees intrinseques, fare M 0 M = As = Ripil ) , 

- ds 

d'ou V(M/R)= — T = RipT , 
dt 

d 2 s ~ v 2 ~~ . 2 , 

et l'acceleration est y (M / R) = C -^-T + —N = RtyT + Rip e v . 

dt- R, 

Et y(M / R) =y t e<p -y„e P , done =T et e P =-N. 

Remarque: Le vecteur vitesse peut aussi s'ecrire: 

V(M / R) = goa OM =ad< a Re p = Rotey =RcoT . 



2) Mouvement a acceleration centrale. 

Un mouvement a acceleration centrale est un mouvement dont l'acceleration de la 
particule M, y (M / R) , est parallele au vecteur position OM a tout instant t. II en 

decoule OM a y (M / R) = 6 . 

Par ailleurs: 

7177 d[OM aV(M/R)] ~ 

OM a y (M / R) = — 2 — = 0 . 

dt 

D'ou OM aV(M /R) = C. 

C est un vecteur constant en module, en sens et en direction. C est alors 
perpendiculaire au plan forme par OM et V (M / R) . Le vecteur position OM et le 

vecteur vitesse V (M / R) appartiennent done au meme plan quelque soit l'instant t 
considere. 

Par consequent, tout mouvement a acceleration centrale est un mouvement plan. 
Pour etudier le mouvement du point M, il est alors preferable d'utiliser ses 
coordonnees polaires. 




Nous rappelons que dans le cas general d'un mouvement plan les vecteurs position, 
vitesse et acceleration s'ecrivent, respectivement, comme suit: 



OM = p<? p . 

V (M / R) = pe p + pcpe 9 . 

Y (M / R) = (p- P<P 2 )c p + (2 pcp+ pcp)e, . 

Puisque l'acceleration du point M est centrale (parallele au vecteur position), elle doit 
s'ecrire dans ce cas: 

J(M / R) = (p- pep 2 )e P , et done sa composante orthoradiale est nulle: 

2 pcp+ pep = 0 qui peut s'ecrire _L ^P ^ - q d'ou p 2 q> = Cte . 

p dt 

Finalement, p'(p=C= OM a V (M / R) , appelee constante des aires. 

Loi des aires: 

Calculons l'aire balayee, par unite de temps, par le rayon vecteur OM = pe P . 




C = OM a V(M /R) 

ds = — OM a MM ' , M' est tres voisin de M. 

2 

• | 1 , 

Done ds = pe P a (dpe P + pdtye tf )| = — p ckp . et 

ds C 1t „ , C , n , C ft 

— = — d ou ds = — dt et \ ds = — dt . 

dt 2 2 Jo 2 Jo 

C C 

Done 5 = — l ou — est la vitesse areolaire (Cm 2 /s). 
2 . 2 

Ce resultat est appele 2 cme loi de Kepler. 




Formules de BINET: 



a) cas de la vitesse: 

Dans le cas d'un mouvement a acceleration centrale, le carre du 



2 

module du vecteur vitesse est: V 2 = p + p 2 cp 2 . 




dp dip 
dip dt 



~ 1 , , dp du 

On pose u = — , done du = et — = 

p p~ d(p 



Ce qui donne — = 
dip 

D'autre part, 



1 du 
u 2 dip 



1 dp 
p 2 dip 



C = p 2 cp peut s'ecrire cp= Cu 2 . 

Et v 1 =[-(-!-— )f-cV +-!--cv, 

u dip u 

La premiere formule de BINET s'ecrit: 




Cette formule permet de determiner l'equation polaire n = n(o) ou 
bien u = u(o) connaissant la vitesse du point M et inversement. 



b) cas de l'acceleration 

La deuxieme formule de BINET permet de determiner l'acceleration 
de la particule etudiee si l'on connait l'equation polaire et 
inversement. 

Le mouvement du point M etant a acceleration centrale, on a: 



y (M / R) = (p- pip 2 )e P dont la valeur algebrique est y = p- pep 2 . 

" dp dip d du 2 2 2 d 2 u 

p = — — = (-C — ).Cu =—Cu 7. 

dip dt dip dip dip- 



1 



Et pep - = —C u = C u . 
u 

La deuxieme formule de BINET s'ecrit alors 







CHANGEMENTS DE REFERENTIELS 

Soit a etudier le mouvement d’une particule M par rapport a un repere fixe R, appele repere 
absolu. II est parfois interessant d’introduire un second repere R’, dit repere relatif, par rapport 
au quel le mouvement de M soit simple a etudier. 

Soient, 

R(0,xyz) un repere absolu (repere fixe). 

R’(0\x’y’z’) un repere relatif (repere mobile par rapport aR). 






qui peut s’ecrire aussi, 



dA 

dt 



— = jcT + y' f + z'k' + x' GKR' / R) Ax'i' + y'aXR'/R) a y'j’+ z'aKR'/R) a z'k ' , 



Ou 





* 




dA 


dA 


— ► — * 




+ gXR'/R)aA 


dt 


dt 




R 


R' 



2) Composition des vitesses 

Soient R(Q,xyz) un repere absolu et R’(0’,x’y’z’) un repere relatif. 




Les vecteurs position de la particule M dans les reperes R et R’ sont, respectivement : 
OM = r et 0'M = r\ 

On peut ecrire, 

OM = 00' + O' M. 

Done la vitesse absolu du point M est, 



V a (M) = V(M / R) 
Ou 



dOM 



dt 



dOO' 



dt 



+ ■ 



dO'M 



dt 



dOO' 



dt 



+ ■ 



dO'M 



dt 



+ gj(R'/R)aO'M.. 



V (M / R') = V r (M )= 



dO'M 



dt 



R' 



designe la vitesse relative du point M. Et , 



VAM) 



dOO'l 

dt 



+ qXR'/R)aO'M , 



est la vitesse d’entrainement de M. La vitesse d’entrainement de M est la vitesse absolu du 
point (imaginaire) qui coi ncide avec M al’instant t et suppose fixe dans le repere R’. 





On peut aussi noter la vitesse d’entrainement de M comme suit, 



V e (M) = 



clOM 

dt 



(M fixe dans R'). 

R 



Nous avons done, 



V a (M)=V r (M) + V e (M). 



3) Composition des accelerations. 

L’ acceleration absolue du point M est, 

- d 2 OM 

J a (M) = y(M/R)= 



y a (M) : 



dt 2 

d(V r (M)+V e (M)) 



dV, 



dt 



dt 



_ dV r (M ) 



dt 



+ - 



d_ 

dt 



doa 



dt 



+ W{R'/R)aO'M 



dV r (M) 



dt 



dV r (M) 



dt 



+ ccfR' ! R) aV r =y r (M)+af R, /R)AV r 



d 



* —{(xfR'/R)AO'M) 

dt 



dofR'/R ) 
dt 



a O'M + co(7? V R) a 



dO'M 



dt 



Par consequent l’acceleration absolue peut s’ecrire, 
y a (M) = y r (M) + 2o o(R ' / R) a V r (M ) + 

dc^R'/R) 



d 2 00' 



dr 



+ ■ 



dt 



■a O'M + 



co(R'/R)a(gXR'/R)aO'M). 



Dont 



d 2 00' 



dt 2 



+ dcx XR_[R) a0 , m +^(^ 7^) A ( C0 (^7 R) A o'M) = y e (M) 
dt 



designe 1’ acceleration d’entrainement, et 

2co(R'/R) a Vr(M) =y c (M) 
est 1’ acceleration de Coriolis ou complementaire. 

Nous ecrivons alors 




Cas particulier ; 

Quand le repere R’ est en translation par rapport aR, 
(XfR'/R) = 0 . 






Par consequent 



Va(M) = Vr(M)+V a (0') 
et 

Ya (M)=y r (M) +Y a (0'). 

Si en plus, R’ est en translation uniforme par rapport aR, 

V a (0') = cte et y a (M) = y r (M). 





CHAPITRE 2 



DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL ; 

LOI FONDAMENTALE ET THEOREMES GENERAUX. 



La dynamique est l’etude des mouvements en fonction des causes qui les produisent. Ces 
causes sont les interactions entre particules et sont representees par les forces. 

I) Loi fondamentale de la dynamique. 

1) Principe d’inertie. 

Lorsqu’un point materiel en mouvement n’est soumis a aucune force, son 
mouvement est rectiligne uniforme. C’est la premiere loi de Newton. 

2) Loi fondamentale de la dynamique. 

L’ acceleration d’un point materiel M en mouvement est proportionnelle a la 
resultante des forces qui s’exercent sur lui et inversement proportionnelle a sa 
masse : 

^ F ,-xi = my ( M ) 

C’est la deuxieme loi de Newton. 

3) Axes de la mecanique. 

Nous avons vu au chapitre precedent, 

i a (M) = Y r (M)+i [ XM)+i c (M). 

Par consequent, le principe fondamental de la dynamique ne s’ecrira pas de la 
meme maniere dans R et dans R’. 

Nous nous basons alors sur un resultat de mecanique celeste qui suppose que le 
principe fondamental de la dynamique est valable dans un systeme de reference 
appele referentiel de Copemic. Ce referentiel est note Rc(S,XcY c Z c ). 

Le repere R C (S,X C Y C Z C ) a pour origine le centre du soleil. Ses trois axes sont 
diriges suivant trois etoiles supposees fixes. 




Remarque : 

Si l’on etudie le mouvement du point M par rapport au repere R’, avec R’ en translation 
uniforme par rapport au repere de Copemic, la loi fondamentale de la dynamique sera aussi 
valable dans R’. 

En effet, 

y ( M I R c ) = y ( M/R c ), 



y e (M) = y c (M) =0. 



car 




Definition : 

Tout repere en translation rectiligne uniforme par rapport au repere de Copemic portera le 
nom de repere galileen. 

4) Dynamique terrestre. 

Repere geocentrique. 

Soient: KTS.XcYcZc) le repere de Copemic et Rt(T,XtY t Zt) le repere geocentrique. 
Rt(T,XtYtZt) est un repere orthonorme dont l'origine T est le centre de la terre et les axes 

TX t , TY t et TZt sont respectivement paralleles aux axes SX C , SY , et SZ, du repere de 
Copemic. 




La terre toume autour du soleil en une annee. C'est le mouvement orbital elliptique. 

La duree 6 des experiences sur terre est tres faible devant la periode du mouvement orbital 
elliptique (6 « 365 jours). 

Par consequent, on suppose que le mouvement de la terre autour du soleil est rectiligne 
uniforme au cours d'une experience donnee. 

Le referentiel Rj est done considere comme referentiel galileen. On peut alors ecrire: 
y(M / R t ) =y(M / R ) . 

On definit aussi le repere R. appele referentiel du Laboratoire dont l'origine est un point L a la 

surface de la terre, de latitude e et dont l'axe LZ l est perpendiculaire a la surface du sol 
terrestre. Rl est en mouvement de rotation par rapport au repere R. C'est le mouvement de 
rotation de la terre sur elle-meme. Rl est un repere non galileen. 

5) Loi fondamentale de la dynamique dans un referentiel non galileen. 

Soient R un referentiel galileen et R' un referentiel non galileen. R' est mobile par rapport aR. 

R est le referentiel absolu. R' est le referentiel relatif. 

On designe par y„ (M ) l'acceleration du point M dans le repere R et par y r (M ) l'acceleration 
du meme point dans le repere R'. 

La loi de composition des accelerations donne: 

Ya (M) = y r (M) +y e (M) +Y C (M). 

Le principe fondamental de la dynamique dans R s'ecrit: 

Y, F =nry a (M ) = my r (M ) + my e (M ) + my c ( M ) , 




ou m est la masse du point m et ^ F ext designe la resultante de toutes les forces exterieures 
appliquees aM. 

Dans le repere R', le principe fondamental de la dynamique est, 

my r (M ) = my a (M ) - my e (M ) - my c (M) = ^F ext + F e + F c . 

Oil 

F e est la force d'inertie d'entrainement, 

F e est la force d'inertie de Coriolis ou complementaire. 

Dans le referentiel non galileen, la loi fondamentale de la dynamique s'ecrit de la meme fa§on 
que dans le repere galileen a condition de tenir compte des forces d'inertie F et F c . 



6) Classification des forces. 

a) Forces reelles (ou exterieures): 

Les forces reelles sont de deux types, 

- Forces a distance : 

Exemple : - Force d'attraction universelle. 

- Force electrostatique. 

- Forces de contact: 

Exemple: - Force de frottement. 

- Force elastique ( cas d'un ressort). 

b) Forces d'inertie (ou interieure): 

C'est la resistance que manifestent les corps au mouvement. Cette resistance est due a 
leur masse. Se sont, 

Fa force d'inertie d'entrainement: F e =-my e . 

Fa force d'inertie de Coriolis: F , = —my c . 

Fes forces F e et F , n'apparaissent que dans les reperes galileen. 



7) Quantite de mouvement et moment cinetique. 

1) Definition: 

Soit un point materiel M de masse m et de vecteur vitesse V(M) dans un repere 
R(0,xyz) quelconque. 

Fa quantite de mouvement de M dans le repere R est 
P(M) = mV (M ) . 

Fe moment cinetique de M par rapport au point fixe O est: 

Go (M ) = OM a P(M ) = OM a mV(M ) . 

Fe moment cinetique du point M par rapport a une droite (D), passant par O et de 
vecteur unitaire u , est donnee par le scalaire, 

M d (?) =(Jo(M)m . 




2) Theoreme . 

dP(M ) 
dt 



d(mV(M )) 




= m 



dV (M ) 




= my(M / R ) 



Done 



dP(M) 



dt 



R 



my(M I R) = e Xt 



La derivee par rapport au temps de la quantite de mouvement n'est autre que la resultante des 
forces exterieures appliquees ala particule M ( le repere R est suppose galileen). 

Dans le cas ou R n'est pas galileen: 



dP(M ) 



dt 



R 



my(M / R) e,t + F e +F C . 



2) Quantite d'acceleration, moment dynamique, theoreme du moment 
cinetique. 

a. Definition du vecteur quantite d'acceleration. 

On appel quantite d'acceleration, Y(M ) , du point M par rapport a un repere R, le 
produit de sa masse m par son vecteur acceleration y (M / R ) : 



- dP(M/R ) 

F{M / R) = my(M /R) = . 

dt 

R 

b. Moment dynamique du point M par rapport au point fixe 
(L 

Le moment dynamique, 5 0 (M / R) , d'une particule M par rapport a un fixe O, 
dans un repere R, est par definition: 

5 0 (M / R) =OM aT(M / R) . 

c. Theoreme du moment cinetique. 



da 0 {M) 

dt 






d(OM a mV (M)) 



dt 



R 



= V (M ) a mV(M ) +OM a my(M / R) . 



Done: 



5 0 (M/R) = 



da 0 (M /R) 



dt 



R 



= OM a mf(M / R) = OM a . 



Le moment dynamique d'une particule M, en un point fixe O, dans un repere galileen R est 
egal au moment, en ce point, de la resultante de toutes les forces appliquees aM. 




CHAPITRE III 



TRAVAIL ET ENERGIE 
I) Puissance et travail d'une force. 

La puissance instantanee d'un point materiel M est le produit scalaire de la resultante 
des forces qui agissent sur M par la vitesse de ce point: 

P = £FV(M) [Watts], 

Le travail elementaire foumi par un point materiel se deplagant d'une quantite finie 
d OM , est donne par, 

dW = Y FxlOM . 



Comme V(M ) = - — — — , nous ecrivons dW = ^ F.V ( M).dt = P Fit . 

II) Forces conservatives: Energie potentielle. 

Si une force F est conservative, alors elle derive d'une energie potentielle Ep. Done 
cette force peut s'ecrire: 

F = -gradE . 

L'energie potentielle n'est defmie qu'aune constante additive pres ( grad(Cte ) = 0 ). 

Pour qu'une force F soit conservative, il faut que : 

rot F = 6 . 

Travail d'une force conservative 



Soit F une force conservative. Son travail etant: dW = F.dOM . 
Cette force est conservative, elle peut done s'ecrire 



F = -gradE = 



i,j ,k 



c)x 

dy 

dz 



et d OM = 



iJX 



dx 

dy 

dz 



dW = 



?)E 



-dx ■ 



})E, 



cly- 



})E, 



-dz = —dE r 



dx dy ' dz 

Le travail d'une force conservative pour deplacer un point materiel est egal a la diminution de 
son energie potentielle. 



II) Energie cinetique. 

1) Definition: 

L'energie cinetique d'une particule M de masse m et de vecteur vitesse V (M) est le 
scalaire Ec defini par: 



1 




2) Theoreme: 

Le travail de la resultante, ^ F , de toutes les forces (conservatives et non 

conservatives) appliquees a un point materiel M, dans un referentiel 
quelconque Ro, entre la position initiate A et la position finale B, est egale a la 
variation de son energie cinetique entre A et B 



Demonstration: 

Le travail de la resultante des forces, ^ F , quand la particule se deplace de la position A a la 
position B, est 






l«0 



=li wm =i 



m - 



dV (M / R 0 ) 
dt 



dM = 



J* mV (M / R 0 ).dV (M / R 0 ) 

AB 



Car 

Done 



et 



D’ou 



et 



dM = V (M / R 0 )dt 

. rV {M =B) 1 , 

w ^=L^r iV ~ (M/Ro)) ’ 

W A ^ B \ Kn =^mV 2 (M = B)-^mV 2 (M = A) . 
W A ^ B =E c (B/R 0 )-E c (A/R 0 ), 

dW = dE c . 



Ill) 



Energie mecanique. 

1) Definition. 

On appel energie mecanique (ou energie totale) E m (M/Ro) d’une particule M, la 
somme de ses energies cinetique Ec(M/Ro) et potentielle Ep(M/Ro) : 



E,n(M/R 0 ) = Ec(M/R 0 ) + Ep(M/R 0 ) 



2) Cas d’un systeme conservatif. 

Definition. 

Une particule M constitue un systeme conservatif si les seules forces, appliquees a 
cette particule, qui travaillent au cours du mouvement, derivent d’un potentieL 
Dans ce cas, nous avons : 

dW = -dEp. 

D’ autre part , 



dW = d^. 



Done 



dE c - -dEp ou d(E c +Ep) = dEn = 0. 
Par consequent : , , 



En = Cte. 






L’energie mecanique E m (M/Ro), d’un systeme conservatif, reste constante au cours 
du mouvement et conserve sa valeur initiale. 

V) Stability d'un equilibre. 

Soit un referentiel R(0,xyz), et soit un point materiel M soumis a des forces 
conservatives dont la resultante F : 



Nous avons, F = -grcidE . 

dE 

Done, 



dE p dE p 

F, =-— A F=- p 



dE p 

et F.=— 1 



dx ' dy " dz 

Si le point M est a l'equilibre, F = 0 et par consequent: 



?)E dE dE 



0 . L'energie potentielle est done extremale (E D est minimale 

dx dy dz 
ou maximale). 

On dit que l'equilibre est stable quand le point M est soumis a une force de rappel 
qui le ramene asa position d'equilibre. Dans le cas contraire, l'equilibre est dit instable. 



a) E n minimale (equilibre stable). 

Soit M la position d'equilibre et M' est tres voisin de M. 

On a: l'energie potentielle en M', Ep(M'), est superieure acelle en M, Ep(M). 

Hors equilibre, la force exercee pour deplacer la particule de M vers M' est non 
nulle. Son travail de M vers M' est donne par: 

dW =F.dM =-dE p <0. 



La force F est alors une force de rappel. Elle ramene la particule M asa position 

d'equilibre. 




b) Energie potentielle maximale (equilibre instable). 

Dans ce cas, l'energie potentielle de la particule en M' est inferieur a celle en M'. Done 
dE p < 0 . 

Le travail elementaire effectuer par la force F pour deplacer la particule de la position M a la 
position M' est: dXV = F.dM = —dE p > 0 . 

Par consequent la force F tend a eloigner le point M de sa position d'equilibre. 

M 





CHAPITRE IV 



MQUVEMENTS A FORCE CENTRALE 
I) Definition 

Une force F est centrale si sa ligne d'action passe constamment par un point O appele pole. 
Le vecteur position et la force appliquee ala particule sont alors diriges suivant le meme 

vecteur unitaire e, relatif aux coordonnees polaires de M. 

Nous avons alors, M 




Exemples de forces centrales: 

Force d'interaction gravitationnelle entre deux masses m et M distantes de r: 

- GmM ■ 

F = ~e r . 

r 

Ou G designe la constante d'attraction universelle. 

Force d'interaction electrostatique entre deux particules de charges electrostatiques qi 
et qi distantes de r: 



F = 



i ~ 

—Cr 

47E 0 r 2 



8 0 est la permittivite du vide. 

II) Proprietes des mouvements a force centrale. 

Le moment cinetique de la particule M par rapport a un point fixe O, dans un repere R, 
est constant. 



d(o 0 (M / R) 



dt 



R 



= OM a F = 0 . 



Done le moment cinetique de M s'ecrit: 



<Jo (M / R) = OM a mV (ml R) = mC = OM 0 a mV 0 (ml R) , 

ou Mo et V o (M / R) sont la position et la vitesse initiales de M dans R. 

• Si le vecteur C est nul, alors le vecteur vitesse V (M / R) et le vecteur position OM 
sont paralleles. Le mouvement est alors rectiligne. 



• Si le vecteur C est non nul, les vecteurs position OM et vitesse V (M / R) 

appartiennent aun plan perpendiculaire a C . La trajectoire du point M est alors plane, 
les mouvements aforce centrale verifient la loi des aires: 

En effet, supposons que la trajectoire de la particule M est situe dans le plan (xOy) 
d'un repere R(0,xyz), nous aurons, 




le vecteur position OM = re , , lc vecteur vitcsse V(M / R) = r e, + rcpe 9 etle 
vecteur moment cinetique (Jo (M / R) = mr 2 cp k . La constante des aires s'ecrit alors, 



C = r 2 cp. 



L'energie cinetique d'une particule M soumise a une force centrale est 

. C'est la premiere formule de Binet. 



E ( M) = -mV 2 =-mC 2 
2 2 



. dll 2 2 

(— ) +u- 



dcp 



Avec u=l/r. 

La force s'exer§ant sur une particule est: 

d 2 u 



F = my( M / R) = -mC "n ‘ 



dtp" 



■ +M 



e r . C'est la deuxieme formule de Binet. 



Ill Champ Newtonien. 

On considere un axe polaire de reference Ox pris dans le plan de la trajectoire, et reperons la 
position du point materiel M par ses coordonnees polaires (r,o). 




Un champ Newtonien est un champ de forces dont l'expression est de la forme: 

K est une constante. 



r k - i r 

F = -—e r =~k — . 
r r 



Si la constante k est positive, la force est attractive. 

Si k est est negative la force est repulsive. 

La force F etant centrale. Done, 

f _ 

F = - mC 2 u 2 
k 



d 2 u 

dtp 2 



■ + u 



e r 



Par consequent, 



^2 2 

- me a 



d~u 

dtp 2 



F = 



■ + u 



e r — ku e r 



■ -ku~ . 



La solution u = 0 correspond ar infini et ne presente done aucun interet. 



II reste alors: 



d~w 



■ + u = 



dep 2 mC 2 

C'est une equation differentielle du second ordre a coefficients et second membre constants. 
La solution generale de cette equation est la suivante: 

k 



mC 



2 ’ 



u{ cp) = u 0 cos(q>-cp 0 ) + 





k 



est la solution 



ou u Q cos(cp - cp 0 ) est al solution de l'equation sans membre et 

mC~ 

particuliere de l'equation differentielle ci-dessus. 

Les constantes uo et o 0 sont determinees apartir des conditions initiales. 

_ „ mC 2 C J 2 0 , . 8 k mk 

On pose P = , . = — |— r ou bien — = = — - et e = , 

|*| rn\k\ P mC 2 a 2 0 

avec a= +1 si k > 0, et a = - 1 si k < 0. 

L'equation de la trajectoire de la particule M s'ecrit done, 

e 8 

u (cp) = — cos(cp — cp () ) H — ou bien r (cp) = - 

P P 8 +ecos(cp-cp 0 ) 

C'est l'equation en coordonnees polaires d'une conique de parametre P et d'excentricite e, dont 
l'axe focal fait un angle d 0 avec l'axe polaire et dont l'un des foyers coi ncide avec le point O. 

N.B. 

Dans la suite de ce chapitre, nous prendrons o 0 = 0 et a= +1 (cas des forces attractives 
correspondant au mouvement des planetes et des satellites du systeme solaire). L'equation de 
la trajectoire se reduit done k 

P 

r{ cp) =- • 

1 + <?coscp 

1) Recherche de l'equation de la conique par la methode geometrique. 




L'excentricite de la conique est donnee par: e = . 

MK 



Done 


MK = 


MF r , 

= — = h — rcoscp . 




Or 


P _ 


e e 

, , P 

et done n = — . 




D'ou 


h~ e 
r P 


e 

-rcoscp oubien 


P 

v — 


e e 


/ — 

1 + ecoscp 




2 ) 

a) 



Classification de la trajectoire de M enfonction de son excentricite e. 

e = 0. 



r(o) = P = R, la trajectoire de la particule est un cercle de centre O et de rayon 



R = P 



mC 




b) 0 < e < 1. La trajectoire de M est une ellipse. 

• Dans le cas d'une orbite autour de la terre: 

Le perigee est le point le plus rapproche de la terre. II correspond ao = 0 et done 
P 

fp = = ^ • 

1 + 6 

L'apogee est le point le plus eloigne de la terre. II est donne pour o = 5 et 
P 

r — = r 

A , max * 

1 -e 

• Dans le cas d'une orbite autour du soleil: 
le perihelie est le point le plus proche du soleil. 

L'aphelie est le point le plus eloigne du soleil. 



M 




c) e = 1. La trajectoire du point M est une parabole. 
P 

r = 

1 + coscp 



L'angle 5 = 0 correspond a r p = — , 



et 



FM , 

e = = 1. 

MK 




Pour o = 5/2, P = r = FMi . 




d) e> 1. La trajectoire de M est une hyperbole. 
Dans un tel cas, seule une branche de l'hyperbole 
pourrait etre parcourue puisque le mobile ne 
pourrait pas passer d'une branche al'autre. 






E =- — {\-e 2 ). 

2 P 

Cette expression montre que Em est constante et egale a 
E = -mV 2 = Cte. 



Les conditions initiales r o et Vo determinent Em et le moment cinetique CJo 



(do = r o a mV o ). 

La nature de la trajectoire de la particule M dependra done de la valeur de son energie 
mecanique Em(M/Ro) : 



e = 0, Em=-k/2P < 0, la trajectoire de M est un cercle. 

0 < e < 1, -k/2P < Em < 0, la trajectoire de M est une ellipse, 
e = 1, Em = 0, la trajectoire est une parabole. 
e > 1, Em > 0 la trajectoire de M est une hyperbole. 

4) caracteristiques de la trajectoire elliptique. 



Soient: a = CA = C’A’. 
b = CB = CB\ 
c = OC =0’C. 

L’ equation de la conique est: 




r = ■ 



l + <?coscp 



cp = 0 
cp = 7T 



r ■ +r 

min max 



1 + e 
P 

1 -e 



D’ou 



Pour, 




9 = % => r B = 



1 + ecoscp^ l-«?cosa ^ 



c c 



a r„ 



Done, 







et 




On en deduit encore que 

7 2 2 2 

b C C .. 2 \ n 

— =a = a(l ^-) = a(l-e ) = I . 

a a a 

Par consequent, 




IV) Troisieme loi de Kepler. 

On considere une particule M soumise aune force attractive et dont l'energie mecanique est 
telle que: 



k 

< 

IP 



E 



m 



< 0 . 



La trajectoire du point M est alors elliptique. 

Avant d'etablir la troisieme loi de Kepler, nous rappelons ses deux premieres lois: 



- l erc loi de Kepler: 

Le mouvement d'un point materiel M est periodique de periode T. 



- 2 ere loi de Kepler 

Le rayon vecteur dans le cas d'un mouvement a force centrale balaye des aires egales 
pendant des intervalles de temps egaux: 

S = —t + S n . 

2 



La vitesse areolaire du point M est: 

~ dt~ 2 ~ T ~ T 

Done 



(avec AS = S - S 0 ) 



pi _ / . 2 _ C 

~T 4 



a et b sont respectivement le demi-petit et le demi-grand axe de l'ellipse. 
En tenant compte de 



nous ecrivons, 



Sachant que, 



P = 



mC 2 



a = LL-_ 

4 m 



( mb \ 



p=*L. 



nous aurons, 






C'est la troisieme loi de Kepler. 



rjr i 2 



4m7t 




Done le carre de la periode, T 2 , est proportionnelle au cube de demi- grand axe de 
l'ellipse. 



V) Satellites artificiels. 

1) Vitesse de liberation Vi . 

Soit un engin spatial de masse m tel que son energie mecanique En est: 



1 , GM t m 

7 <+( — ), 

2 r 0 



oil Mt designe la masse de la terre et ro est la distance de la terre a l'engin. 
D'autre part , l'energie mecanique s'ecrit, 



E 



m 




Avec k = GMjm 



Nous rappelons que, 

si Em < 0, la trajectoire de l'engin est circulaire ou elliptique (0 < e < 1). 
si Em > 0, la trajectoire du satellite est hyperbolique (e > 1). 
si Em = 0 (e = 1), la trajectoire du satellite est parabolique. Ce qui correspond a une 
vitesse initiale Vo telle que: 

" ll r„ V '- 



V, est appele vitesse de liberation du satellite. Cette vitesse depend de l'altitude du 
satellite et du rayon de la terre. 

Par consequent, 

si la vitesse initiale de l'engin est superieure ou egale a sa vitesse de liberation, sa 
trajectoire est parabolique ou hyperbolique et done celui-ci s'eloigne indefiniment de 
la terre. 

si 0 < V Q < V , , la trajectoire du satellite est fermee. Celle-ci est circulaire ou elliptique. 

Exemples: 

a) Au niveau du sol terrestre: r 0 =6400 km, done V, =11.2 km/ s . 

b) Au niveau du sol lunaire: r 0 = 1700km , ce qui correspond a V, = 2.4km/ s . 
Cette demiere vitesse est comparable ala vitesse de l'agitation thermique des molecules 
gazeuses, ce qui explique l'absence de l'atmosphere au niveau de la lune. 



2) Mise sur orbite d'un satellite. 

C'est une operation qui se deroule en deux etapes: 
i) Lancement apartir d'une station terrestre A. 

En A, le lancement se fait avec une vitesse 0 < V 0 < V, ( c'est la phase balistique). 






ii) La satellisation (mise sur orbite) se fait en B grace aune deuxieme acceleration qui 
foumira l'accroissement necessaire de la vitesse. 

B est generalement le perigee de l'ellipse. 



VI) Satellite geostationnaire. 

Un satellite geostationnaire est un satellite qui parait fixe pour un observateur terrestre. 
C'est done un engin qui a la meme vitesse de rotation que celle de la terre. 

Le principe fondamental de la dynamique 
donne: 



F = M a(M) 

Qui se traduit par, 

CM, V 0 2 

m — my = m — (la force de 

r o r o 

gravitation equilibre la force centrifuge). 
Done, 



V = 




72 ’ 



ce qui 



correspond bien a V 0 < V j . 




VI) Atome d'hydrogene. Modele de BOHR. 

L'atome d'hydrogene est forme d'un electron 
qui toume autour d'un proton. 

Classiquement, cet electron doit perdre de l'energie 
Sous forme de rayonnement electromagnetique et 
"tombe" sur le proton. Or cette situation ne se 
Produit pas. 




Modele de Bohr (modele semi-classique). 

Bohr a suppose que l'electron toume autour du proton sur des orbites circulaires ayant des 
rayons bien definis, et il postule: 

Le moment cinetique de l'electron par rapport au centre du cercle s'ecrit. 

h T 
cr ., = n — = nh . 

2k 

Oil n est un entier naturel non nul et h ~ 6.62 x 10 ' ' J .s est la constante de Planck. 



Calcul des rayons des cercles de Bohr: 

Nous avons, 

h nh 1 

<J n = n — = mvr => r = — . , 

2k 2k mV 



d'une part. 

D 'autre part, 

Le principe fondamental de la dynamique applique 
a l'electron est: 





q 2 1 V 2 

= m — . 

47TE 0 r~ r 

Finalement, le rayon de l'orbite de l'electron est: 



Pour l eie orbite de Bohr: n = 1, r, ~ 0.53 A. ( 1 A = 10 10 m ). 
Pourn = 2, r 2 = 4xr,. 

Calcul de l'energie E de l'electron sur les orbites de Bohr: 



On a: E = 



2P(1 - e 2 ) 



k a 

Dans le cas du cercle (e =0): E = , avec P = — — , 

2 P mk 



Done E = — 



L'electron est soumis de la part du proton aune force electrostatique: 
Fe _ (-g)(+g) 1 g 
47tE 0 r 2 

__ 2 

F e une force newtonienne avec k . 

47I£ 0 

D'ou, l'energie de l'electron s'ecrit, 

_ mq 4 1 471 2 _ mq 4 1 



16£ 0 2 7ir 2 n 2 h 2 8e 2 7 z 2 n 2 



Done l'energie de la particule depend de l'entier n et s'ecrit, 



E = E(n) 



E„ =-Cte.—. 



On pose 



Constantes numeriques: 



R = — —— = 1 .0973 x 10 7 m 1 . (constante de Rhydberg). 
8 el h e 

c = 3 x 1 0 +8 m / s . (celerite de la lumiere.) 

£ 0 = 8.86 x 10 ]1 F / in . (permittivite du vide). 
m = 0.9 x 10 '° kg . (masse de l'electron). 



Pourn=l: Ej = - 13.6 eV. 



2 2 



Pou n = 2: 





CHAPITRE 5: 



OSCILLATEURS HARMONIOUES. 



A) Oscillateurs libres. 

I) Definition: 

Un oscillateur harmonique est tout systeme mecanique dont la position q(t), la vitesse 

— ^ et l'acceleration — sont des fonctions sinusoi dales du temps. 

dt dt 

La variable q(t) obeit ala relation: 



d 2 q(t) 

dt 2 



+ 0 %q(t) = 0. 



C'est une equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants et sans 
second membre. Son equation caracteristique est: 

r 2 +00^ = 0. 



La solution de cette equation est de la forme: 

qit) = Asin( cq/ + cp) ou q(t) = Acosfcq/ +q>) , 



ou A, cq, et o sont, respectivement, l'amplitude, la pulsation et la phase de l'oscillation. 
A et o sont determinees apartir des conditions initiales. 

La periode de l'oscillation est defrnie par: T = , et la frequence par: / = — . 

cq, T 

II) Systeme masse-ressort. 
a) masse au repos. 

Soit un ressort de masse supposee negligeable devant la masse m qui lui est accrochee. 




A l'equilibre, le principe fondamental de la dynamique applique ala masse m s'ecrit: 

P + T = 0. 

P est le poids de la masse m. 

T est la force de rappel du ressort. 

La projection de l'equation vectorielle ci-dessus sur l'axe Oz donne: mg + T = 0. 

T = -K(zo - lo) (loi de Hooke), lo est la longueur du ressort avide est zo est la longueur de 
celui-ci al'equilibre. K est la constante de raideur (ou d'elasticite) du ressort. 



D'ou 



mg = K(zo-lo). 





b) Masse en mouvement. 

Dans ce cas, la masse m sera reperee par rapport al'axe Oz par z(t). L'equation du 
mouvement de la masse m est: 

mg - K(z(t ) - / 0 ) = m z(t ) , qui peut encore s'ecrie: 



mg - K(z(t) -z Q +z 0 ~l Q ) = mg -K(z 0 ~l 0 )~ K(z(t ) - z 0 ) = m z(t) . 
II reste : 

z+— (z-z 0 )=0 . (1) 

m 

Posons Z = z - 4). 

L'equation ( 1 ) devient: 

Z+— Z = 0 . ( 2 ) 

m 

Z designe l'ecart par rapport ala position d'equilibre. 



c) Energie mecanique. 

Les deux forces P ct T mises eu jeu sont conservatives: 

P et T sont portees par l'axe Oz : 

rot P = rotT = 0 . 

D'ou P = -VE p et T = -VE P . 

Les energies potentielles E r et E p dont derivent les forces P et T sont respectivement: 

Z ‘ 2 g 

E Pl =-mgz + A l et E Pi =K{ ^ — l 0 z + A,) =—(z~l Q ) 2 + A 3 . 

Ai, A 2 et A 3 sont des constantes d'integration. 

L'energie potentielle du systeme est: 

K 

E p = E P] + E p ^ = -mgz + — (z-l 0 ) + A 4 . Avec A4 = Aj + A 3 . 

Pour determiner la constante A4, on prendra l’energie potentielle Ep nulle arequilibre : 

Ep(zo) = 0 donne : 

A 4 =mgz 0 -y(z 0 -/ 0 ) 2 . 

D’ou, 

e„=\k(z-z 

L’energie cinetique du systeme est : 

E = —mV 2 = —mZ 2 . 
c 2 2 

Le systeme masse- ressort est un systeme conservatif. Son energie mecanique reste constante. 
Done : 

E = E + E = — m Z 2 + — KZ 2 = Cte. 

m c p ^ ^ 



D’ou 





et 



dE 

m 

dt 



= mZZ+ KZZ 



0 , 



Z+ — Z =0 , 
m 

qui peut s’ecrire aussi, 

Z+(x$Z=0. (2) 

La pulsation de l'oscillateur libre est: 

2 K 
m 

La solution de l’equation (2) est de la forme : Z(t) = Asin(G)ot + cp). 

Par consequent, l’energie mecanique du systeme masse- ressort s’ecrit : 

1 2 
E = — KA 2 . 

2 

Cette energie est proportionnelle au carre de ramplitude des oscillations. 
La periode des oscillations est independante de 1’ amplitude A et s’ecrit : 

I m 

T = 2nd—. 

V K 



III) Pendule simple. 

On considere un fil inextensible de masse negligeable par rapport am. La masse est accrochee 
al’une des extremites du fil, 1’ autre extremite est fixee en un point O. 



a) Pendule a l’equilibre. 



A l’equilibre, la somme vectorielle du poids P 
de la masse m et de la tension T du fil est nulle : 
P + T = 0. 

b) Pendule hors equilibre. 



O 




T 

m 



Le principe fondamental de la dynamique 
S’ecrit : 

P + T = my. 

La projection de cette equation vectorielle sur 
les axes du triedre de Serret-Frenet donne 
les deux equations scalaires suivantes. 



O 





( 1 ) 



. „ dV d 2 s 

- mg sin 0 = my, = m = m — — 

dt dt 2 

* 

y 2 

7 - mg cos0 = mJ H = ,n ~j~ (2) 

Oil S est l’abscisse curviligne du mouvement. L est la longueur du fil = rayon de courbure de 
la trajectoire de la particule. 

Dans le cas des faibles oscillations, sin0 voisin de 0, l’equation (1) donne : 

e+Ae = o. 

/ 

Cette equation differentielle a pour solution : 0(t) = sin(0)ot + cp). 

Oil 

T = 2 i= 2 4r 

To designe la periode des oscillations. 

B) Oscillateurs amortis par un frottement fluide. 

Dans cette partie, nous tenons compte des forces de frottement de la masse avec le fluide. 
II existe deux types de frottements : 

Frottements solides ou la force de frottement est une constante. 

Frottements fluides (ou visqueux) ou la force de frottement est proportionnelle au 
vecteur vitesse de la masse m. 

F f =-K'V. 

K’ est le coefficient de frottement. K’ est positif. 

Le signe (-) qui apparait dans 1’ expression de la force de frottement traduit le fait que cette 
force s’ oppose au mouvement. 

Dans le cas unidimensionnel, nous avons 

V = zk. 

Le principe fondamental de la dynamique applique au systeme masse- ressort amorti par un 
frottement fluide est : 

m z = —KZ — K'Z => z+—Z+—Z = 0. 

m m 

C’est une equation differentielle du second ordre, lineaire, a coefficients constants et sans 
second membre. 

On pose: 

K 2 

— = oq; , avec oq, = pulsation propre de l'oscillateur, 
m 

K' 

et — = 2Aoq, , ou e est le coefficient d'amortissement. 
m 

L'equation differentielle du mouvement du point M devient alors: 

.Z+ 2Aj0C(j Z-\- ay^Z = 0 , 
dont l'equation caracteristique est: 

r 2 + 2AjCq ) r -t-oq; =0. 

Le discriminant de cette equation est: A ' = oq 2 ( A; - 1) . 




Nous avons done trois cas adistinguer: 



a) A' > 0 ( ou e > 1): 

Les deux racines de l'equation caracteristique ci-dessus sont: 

r, = -Ajoq, + ooj, V Ar -1 . 

<j 

r 2 =-Ajoq, -ccfcv/A, 2 -1 . 

La solution de l'equation du mouvement du point M est done, 



Z(t) 



-Aco 0 / 



Ae a 






+ Be 



A et B sont des constantes a determiner 
apartir des conditions initiales. 

Quand t Z{t) — > 0 . 

Dans ce cas, il n y a pas d'oscillations autour 
de la position d'equilibre. II y a retour al'equilibre 
apres un temps suffisamment grand. 

Le regime est aperiodique . 

b) A' = 0 (ou e = 1): 

r x = r 2 = r = -cq, . 

La solution de l'equation differentielle 
du mouvement est: 

Z(t)=e- a " f (Ct + D). 

Dans ce cas, le retour al'equilibre se fait 

De maniere plus rapide que dans le regime aperiodique. 

C'est le regime aperiodique-critique. 



A Z(t) 



A+B 



O 



A z (t) 



D 



O 



c) A' < 0 ( ou 0 < e < 1): 

Les racines de l'equation caracteristique sont: 

r, = -Ajoq, +i(O b jl-X- =- Ajcq, + ico. 

< 

r 2 = -Arp, - /coj, Vl- A? = -Ajoq, - icq 

Ou i est le nombre complexe ( i 2 = - 1 ) et CG = cq, Vl-AT designe la pseudo- periode de 

l'oscillateur etudie. 

La solution Z(t) s'ecrit alors: 

Z(t) = e- Uh> ' (C,e' m +C 2 e~ iat ) . 

Ci et C 2 sont des constantes qu'on determinera apartir des conditions initiales. 

Cette solution peut encore s'ecrire sous la forme, 

Z(t) = e~ U)cf A l sin(oof +cp) . 

A : e } ' M,i et 6 sont respectivement l'amplitude et la phase de l'oscillation. 

Le regime est pseudo-periodique. 




La pseudo- periode des oscillations est: 



Ou bien, T = , 

a/i^aF 

271 

avec T 0 = — . (To est la pulsation 

propre de l'oscillateur). 

La pseudo- periode est done 
superieure ala periode propre 
de l'oscillateur (T > To). 



2n _2n 1 

a> Vl-A; ' 




Decrement logarithmique. 

Nous avons: 



Z(t) = e ^A, sin( oof +cp) , 



et 

Z(t + T) = e -^ l+T) A, sin( OJ + cp) . 

On defini le decrement logarithmique a par le rapport suivant: 



Done, 



Zjt + T) 
Zit) 



5 = Ac qT = ln( 



- A.(Oq? 



Z(t) 






Z(t + T) 

Le decrement logarithmique caracterise la decroissance des elongations achaque periode. 



5 = Arp, 7 = Axo 0 . 



271 1 

ol VT^aF 



2tO\u 

a/T^aF 



Remarque: 

Le decrement logarithmique peut aussi s'ecrire, 




CHAPITRE 6. 



CHOCS DE DEUX PARTICULES. 



I) Definition. 

On appelle choc ou collision entre deux particules, toute interaction qui entraine une 
variation brusque et finie des vecteurs vitesses des deux particules pendant un temps tres 
court. 

II) Conservation de la quantite de mouvement. 

Soient rq et irb les masses respectives des particules M| et M2 dans un referentiel galileen 
Ro. et soient: 

- Vi et V 2 les vitesses respectives de Mi et M2 dans le repere Ro avant le choc. 

- V\ et V ' 2 les vitesses respectives de Mi et M2 dans le repere Ro apres le choc. 

- F 21 et F 12 les forces transitoires appliquees respectivement a Mi et a M2 
uniquement pendant le choc. 

Les forces de reaction F21 et F 12 qui apparaissent pendant le choc sont tres importantes, 
comparees aux forces exterieures appliquee aMi et M2. 



Hypothese fondamentale: 



On admettra que les forces F21 et F 12 verifient le principe d'action et de la reaction: 
F 21 + F 21 = 0 . 

dP\ dPi d(Pi+P 2 ) 



D'ou F 21 + F 21 
Done 



- + - 



dt dt dt 

P l +P 2 = P\+P ' 2 = cTe , ( 1 ) 



0 . 



avec 

Pi=m l Vi, P2 = m 2 V 2 , P\ = m x V\ et P ' 2 = m 2 V' 2 . 

L'equation ( 1 ) montre que la quantite de mouvement du systeme (S), forme de Mi et de M2, se 
conserve (quantite de mouvement du systeme est la meme avant et apres le choc). 



Remarque: 

Au moment de la collision entre les particules Mi ct M2 , les forces exterieures au systeme 
(S) sont generalement negligeables devant les forces interieures a ce systeme que sont les 
forces de contact. (S) peut alors etre considere comme systeme isole. 

Dans le cas d'un systeme isole, le principe fondamental de la dynamique applique a celui-ci 
dans le repere Ro est comme suit: 



— * — * FI / — *■ 

V F ext = mj( S ) = ( m, + m 2 )J( S ) = = 0 . 

dt 



Done, 



p = p { + p 2 = P\+P\ = Cte. 



I) Collisions elastiques et inelastiques: 



a) Collisions elastiques: 

Par definition, la co lli sion entre deux particules Mi et de M2 est dite parfaitement 
elastique si l'energie cinetique du systeme(S) des deux particules avant le chocs est egale a 
l'energie cinetique totale de ce systeme apres le choc. 



Nous avons alors: 



- mV . 2 + - my; = -my': + - m,V 
2 2 2 2 



»2 
2 * 



b) Collision inelastique: 

Dans ce cas, il n'y a pas de conservation de l'energie cinetique du systeme durant la 
co lli sion. 

Le bilan energetique s'ecrit: 



1 



, 1 

m 1 V l H — m 2 V 



\my] +Vn I Vl+U. 



ou 



U est la variation de l'energie cinetique du systeme(S) avant et apres le choc. 
Si U < 0 , le systeme absorbe de l'energie (le choc est endoenergetique ). 

Si U > 0 , le systeme cede de l'energie (le choc est exoenergetique). 



c) Choc mou. 

Avant le choc, la particule M a la masse rq et la \itessc Vi et la particule M a la 
masse m2 et la vitesse V 2 . 

Apres le choc, les deux masses Mi et M2 constituent un seul corps de masse (mi + rn>) 
et de vitesse V . 

La conservation de la quantite de mouvement s'ecrit dans ce cas, 

mi Vi + m2 V 2 = (mi + m2) V . 

Au cours de la collision l'energie cinetique n'est pas conservee. Les pertes apparaissent 
sous forme de chaleur, de deformation, . . . 



d) Coefficient de restitution. 

Le coefficient de restitution (ou d'elasticite) e est le nombre, compris entre 0 et 1 , defini par 
le rapport des vitesses relatives de la particule Mi par rapport a la particule Mi (ou de Mj par 
rapport a M2) apres le choc, soit: 



Vi -V2 

Vi -v 2 



Si e = 0 , le choc est mou. 

Si e = 1 , le choc est elastique. 

Si 0 < e < 1 , le choc est inelastique (ou intermediaire). 



II) Exemples de choc elastiques. 

On considere un systeme (S) de deux particules Mi et Mz de masses respectives rq et irt, 
dont les vitesses Vi et V 2 avant le choc deviennent V\ et V 2 apres le choc. 




La conservation de la quantite de mouvement (equation vectorielle) et la conservation de 
l'energie cinetique du systeme (S) donnent quatre equations scalaires pour les six composantes 
des vitesses inconnues. Les six inconnues sont en general les six composantes des vitesses 

V\ et V' 2 . II faut alors foumir d'autres indications supplementaires pour avoir autant 
d'inconnues que d'equations scalaires. 

1) Collision elastique directe de deux particules. 

Un choc entre deux particules Mi ct M2 est appele "direct", "frontal" ou de "plein fouet" si 
les vitesses avant et apres le choc, Vi , V 2 , V\ ct V\ sont colineaires. 

Dans ce cas, nous aurons deux aquations a deux inconnues: 



m, V 1 + m 2 V 2 = m 1 V\ +m 2 V\ 

— m V 2 + —ni-,V 1 = —m V ' 2 +—m 1 V ' 2 

[2 1 2 2 1 2 

2) Collision de type boules de billard. 

Supposons que la particule Mi est animee d'une vitesse V 1 juste avant le choc, dans le 
repere galileen R). et que la particule M? soit immobile. On dit que les particules Mi et M2 
subissent un choc elastique de type boules de billard, si apres le choc, leurs vitesses 

respectives font des angles ei et e2 avec la direction de V 1 . 




Conservation de la quantite de mouvement et de l'energie cinetique du systeme (S) 
avant et apres le choc: 

m : V 1 = m { V\ +m 2 V ' 2 
m { V 2 = m^'l+mV'l 

La projection de l'equation vectorielle ci-dessus sur les trois axes de Ro donne: 

m,V j = m 1 V\ cosG, +m 2 V ' 2 cos 0 2 
< 0 = m l V \ sin 0 , + m 2 V ' 2 sin 0 2 
my 2 = my'l+m 2 V'l 




Nous avons done trois equations pour quatre inconnues ( V\ ,V' 2 ,0 t et 0 2 ). 

Pour avoir le nombre d'equations necessaires a la recherche des inconnues, nous 
introduisons le parametre d'impact P. 

Le parametre P est la distance qui separe, au moment du choc, le centre de la particule Mi 
de l'axe Ox o. 

Le parametre d'impact P est donnee par: 

P = 0\H = 2r sin a = 2r|sin 0| . 
r est le rayon de Mi et M 2 identiques. 

La donnee de P permet de resoudre le probleme du nombre d'inconnues. 



y 






